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I-  Suites de fonctions (HP)

SE - CHAPITRE 1

Introduction

On va voir certaines notions hors-programme pour saisir concrétement ce que sont les séries entieres.

| - Suites de fonctions (HP)

1.1 - Notation

Soit D C R (en général un intervalle).

Pour n € N, on pose :

U, : D — K

Ainsi (up)nen est une suite de fonctions.

.2 - Convergence simple

Soit (uy,) définie comme précédemment et u : D — K.

Définition 1.1.

On dit que (uy)n>0 converge simplement vers u $si :

Pour tout = € D, la suite (uy,(z)) converge vers u(x).

On note u, <> u i.e. : Yo € D, uy(r) —— u(x).
n——+o0o

Vocabulaire.
(un(z))nen est appelée suite numérique.

(un)nen est appelée suite de fonctions.

.3 - Mauvaises notions pour faire de I'analyse

On a envie d’avoir les théoremes suivant sympa :
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1.3 - Mauvaises notions pour faire de ’analyse

Théoréme: faux.

a) Une limite de fonctions continue est continue.

b b
b) /a (ngr}rlooun(x)) dz :nglfoo ) up(z) dz.

Malheureusement, les deux sont Faux.

Exemple (contres exemples).

Pour a) :
Soit D = [0, 1]. On pose uy,(x) = z".
Pourxz € D

Figure 1.1 — graphe de u,(x)
Pour b) : Soit D = [0, 1] et u,, de graphe suivant (pour n > 2) :

2n +

o) 1

S

Figure 1.2
On peut donc calculer graphiquement

1
/ up(z)dz = Paire du triangle
0

B base x hauteur
N 2

=1

Or, :

Vz € D, up(x) —— 0
n—-+00

1
Donc, pour tout z € D, u(z) =0 et / u(z)dz = 0.
0

Donc,

1:/01un($)dxM/olu(x)dx

Pour x = 0, la suite (u,(x)),>0 est nulle.
Pour z =]0,1] :
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IT - Séries de fonctions (HP)

1
La suite (un(z))n>2 stationne en 0 & partir du rang {J + 1 =ngp(z).
x

1 .
no(x) > — est un entier.
T

1
Pour tout n > ng(z), — < x donc u,(x) = 0.
n

Les MP voient cette notion :

Proposition: convergence uniforme.

Si (un)nen converge uniformément et pour tout n € N, u, est C° alors u est C°.
b

b
Et, si u, € C° en convergeant uniformément vers u sur [a, b] alors, / u(z)dr = liril up (z) dz
a n—-+0o a

Mais si u,, converge uniformément vers u et u,, € C! pour alors on n’a pas u € C! et u/, —T> U.
n—-+0o0o

Pour pourvoir dériver le théoréeme est encore plus compliqué.

Il - Séries de fonctions (HP)

Comme pour les séries numériques, on passe des suites aux séries en étudiant la suite des sommes partielles.

On a pour tout n € N, u,, : D — K, et on s’intéresse a la série de fonction > u,
n=>0

Proposition 1.1.

+o0
> u, converge simplement vers S ssi Vo € D Y wu,(x) converge de somme S(z) = > uy,(x).
n>0 n=0

Exemple (exponentielle).

T
T -
Vr e R, e = Z o
n=0
Exemple (série de Riemann).
Soit D =|1, +o0], on pose :
+00 1
n
n=1

S est une fonction définie sur |1, 4o0].
N R
Sn(z) = Y up(x) est la N™€ somme partielle.
n=0

La série de fonction Y u,, converge simplement vers S ssi la suite de fonction (Sy)nyen converge simplement

vers S.
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I1l - Séries entiéeres

I11.1 - Définition

Définition 1.2.

Une série entiére est une série de fonction de la forme : Y i.e. Vn € N, u,(z) = apz™.
n=0

Cas particulier.

S by série entiere de fonctions paires; 3. ¢, 22" ! série entiere des fonctions impaires ou encore Y dpzn
n=0 n=>0 n>0

avec (ky) une suite d’entiers strictement croissante.

1.2 - Théorémes tous sympa

On verra :

a) Domaine de convergence

Résultat sympa et la régle de d’Alembert nous donnera toutes les fonctions usuelles.

b) Sommes C>

Elles sont toutes C* donc on peut les dériver comme un polynome :
d —+o00 —+o0
2 (Eer) - Err
n=0 n=1

b /+oo 400 b
/ Z e | = Z Cn / " dz
a \n=0 n=0 a

Les fonctions seront usuelles, donc il faudra connaitre les DLy :

Mais on peut aussi les intégrer :

c) Fonctions usuelles

+oo
fla) =) apz"
n=0

ol (an)nen est la suite des coefficients du DLy.

I1 faut donc connaitre bien tous les DL.

Remarque

I Il possible de prouver tout les résultats a ’aide des outils de la PT.
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I- Rayon et domaine de convergence

SE - CHAPITRE 2

Les théoremes

Ce chapitre est une fiche des théorémes, on les prouvera au prochain chapitre.

| - Rayon et domaine de convergence

1.1 - Série entiere de coefficient

Définition 2.1.

Soit (@ )nen € KN,

La série entiére de coefficient (a,),en est la série de fonction : Y a,a”™.
n=0

1.2 - Domaine de définition

C’est ’énoncé le plus compliqué.

Notons Dg l'ensemble des réels z tels que la série converge i.e. : Dgp = {x € R | Y ana™ converge}.

+00o
C’est le domaine de définition de : S :x — Y a,z".
n=0
On a aussi D¢ = {z € C | 3 an2" converge} le domaine de définition complexe et

B={reRy | lasuite (a,r")n>0 est bornée}

Théoréme 2.1.

Ou bien :
B =R, et alors Dgr = R et D¢ = C.
De plus,

Vz € C, Z anz" est AVC

La fonction S (appelée la somme de la série entiere > a,z™) est donc définie sur R (ou C).
Ou bien :
B = {0} et alors Dr = Dc = {0} et S est définie uniquement en 0 et on n’a pas plus de résultats dans

ce cas.
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1.3 - Dessin dans le cas réel

Ou bien :
3R €]0,+oo[, [0,R[C B C [0, R]
Dans ce cas :
] - Ra R[C DR[_R7 R]
DouV(O,R) C DC C Dfer(O, R)
Avec Doy = {2z € C, | |z| < R} le disque ouvert de centre O et de rayon R.
Et Dtor = {2z € C, | |z| < R} le disque fermé de centre O et de rayon R.

De plus, pour tout z € C tels que |z| < R la série (numérique) Y a,z" est absolument convergente.
n=0

Figure 2.1

A Remarque A

Le théoréme ne donne rien pour |z| = R.

On verra des exemples avec Dg = [— R, R], d’autres avec Dg =| — R, R] et d’autres avec Dg =| — R, R| ou
[~ R, R].

Divergencg grossiere

- - -
- ~-~o

-
P ~
ad ZR S

’
', Convergenlce absolue -

A}

~ ’
~ -’

~ . '
‘~_—ZR o

Rl SR

Figure 2.2
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1.5 - Vocabulaire important

A Remarque A

I Le théoréme ne donne rien pour |z| = R.

a) Cas réel

| — R, R| s’appelle I’intervalle ouvert de convergence :
x €] — R,R[ = la série Zanx" converge

b) Cas complexe

Douy (O, R) s’appelle le disque ouvert de convergence :
2 € Douwy(O, R) = la série Z anz" converge

Le cercle de centre O et de rayon R s’appelle le cercle d’incertitude.

Si |z| = R alors le théoréeme ne donne rien et il faut faire une étude.

Remarque

I L’exemple le plus important avec C sera la fonction exponentielle ot D¢ = C.

a) Premier ou bien

On a Dy et De.

On dit que le rayon de convergence est infini et on note R = +0o i.e. Dp =] — 00, +00[=] — R, R].

b) Deuxiéme ou bien
On a DR = D(C = {0}

On dit que le rayon de convergence est nul et on note R = 0.

c) Troisiéme ou bien

C’est le "ou bien' ou le théoreme donne :
3R €]0, +o0[, [0, R[C B C [0, R]

Le réel R est appelé rayon de convergence de la série entiere > a,z™ ou > a,z".

Dans les deux cas intéressant pour faire de 'analyse (1" et 3™ ou bien) on a donc ’] — R, R[C D ‘

] — R, R[| est appelé I’intervalle ouvert de convergence (1.0.C.)

Tous les théoremes sympa vont utiliser 'intervalle ouvert de convergence | — R, R|.
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IT - Théoremes de régularité

a) Série entiere géométrique

Son domaine de convergence est connu Dg =] — 1,1] et D¢ = Douy (O, R) :

+o0o 1
Vz e C, <1: "=
z || nz:%z T

On a vu (exercice sur la régle de d’Alembert) que Dg = R et D¢ = C.

Avec la formule de Taylor avec reste intégral, on a :

+00 n

€z X
VxeR,nZ_:OH—e

Il - Théoremes de régularité

Vocabulaire.
S: |-R,Rl — K
La fonction +o0 est appelée la somme de la série entiére > a,z"
x — Y apa”
n=0

Théoréme 2.2.

Soit Y anx™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.

S: |-R,Rl — K
Alors la fonction +00 est CY.
r — Y. apx”
n=0

Mémo en Francgais.

La somme d’une série entiere est continue sur 'intervalle ouvert de convergence.

Théoréme 2.3.

Soit > a,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.

S: |-R,Rl — K
Alors, la fonction +00 est de classe C'.
x —> Y apa”
n=0

De plus.

i) Formule pour S'(z):

+oo
Vz €] — R,R|, S'(z) = Z napz" "t
n=1

1

ii) La série entiere Y na,z" " s’appelle la série entiere dérivée de la série entiere Y a,x".

Cette série entiere a la méme rayon de convergence R.
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IT - Théoremes de régularité

Remarque

Le théoréme du I1.2 implique celui du II.1 (car dérivable implique continue) mais pour démontrer les

théorémes, on commence par démontrer le premier. La preuve est technique mais faisable avec les outils
PT.

Théoréme 2.4.

Soit > apx™ une série entiere de rayon de convergence R > 0.
S: |-R,Rl — K
Alors, la fonction 400 est de classe C*.
T —> Y. apz"
n=0
On a :
En particulier.
Pour z =0 :
S (0
vk e N, S®(0) = klay, = ap = k,( )
Ainsi,
+o00
S (0)
V. — R R|, S(x) = ——"
v €)= R S) = 3=
Vocabulaire.
sty , - .
> ———=x" s’appelle un développement en série entiére.

n!

A Remarque A

Taylor-Young pour les DLg en sup se fait pour des fonctions C*° au voisinage de 0, et pour N € N :

N
o ™), N
o) 5 3 L o)
fo) - 35 L0
veut dire : lin%) n]:VO __ existe et vaut 0.
r— o

Alors que le développement en série entiére :

N g
Veel— RR[ S@)= lim S
N—+o0 e n!

Les deux notions n’ont rien a voir. Le seul point commun sont les coefficients.

Pour les DSE : Vz €] — R, R[, S(z) = > ol
n=0 :

Alors que les formules de Taylor ont toujours un reste (intégral ou o).

2", la somme est toute la série sans reste.
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1l - Intégration terme a terme et série entiére primitive

On commence par deux énoncés équivalent :

Soit > a,x™ de rayon de convergence R > 0.

S: ]-R,R[ — K
On a vu que +o0 est C*°.
T — > apa”
n=0

Théoréme 2.5.

F: |-RR — K
La fonction 0 gntl est une primitive de S i.e. F est dérivable et F/ = S,
T — Y an
= n+l

ce qui signifie :
Vz €] - R, R], F'(z) = S(z)

Comme S est C*, F est C°.

A Remarque A

I F est la primitive nulle en 0 de S.

Preuve.
C’est un corollaire facile du théoréme de dérivation (2.3.) qu’on a admis, le rayon de convergence de la série
L z" .
entiére primitive ) an? est aussi R. O
n

Théoréme 2.6.

Soit Y anx™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.
Alors :
) v (100 00 Un+1 _ un-l—l
Y(u,v) €] — R, R[*, apz” | do = a
(wo) el - REE, [ (L >
n=0 n=0
Commentaires.

+0oo
On peut calculer : / (Z anx”> dx comme si on intégrait un polynome.
U \n=0
Montrons qu'’il y a une équivalence entre les deux théoreme (2.6) <= (2.5)

Preuve (Sens direct).

S: ]-R,Rl — K F: |-RR — K
La primitive nulle en 0 de +o0 est z .
x — Y apa” x — / S(t)dt
n=0 0
Or par le le théoreme (2.5) :
x 400 ot
- t)dt = .
Ve €] - R, R, /0 S =3 an g
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IV - Développements en série entiere usuels

D’ou le résultat.

Preuve (Sens réciproque).
F: |-RR — K
Par le théoreme 2.5, +

T — Y, 00

On a donc :

i.e.

v [+00 +00
/ <Z anx"> dz = Z an,
u n=0 n=0

Remarque

gntl e e
(e est une primitive de

n=0
W, v)] — R, R[?, / " S(2)dz = F(v) — F(i)

Un+1 n+1

—Uu

n—+1

S :

O
|-R,R[ — K
+o0 .
x — Y, apa”
n=0
O

Avec nos outils PT c’est plus facile de prouver le théoreme 2.5 (Série entiere primitive) puis d’en déduire

le théoréme de dérivation (SE dérivée) qu’'on a admis.

IV - Développements en série entiere usuels

Proposition 2.1.

Pour tout z €] — 1,1] :

De rayon de convergence R = 1

+o0o
Z:
n=0

1
1—=x

Ici on connait exactement le domaine de convergence :

Zz" converge <= |[z| <1

Dou R=1.
Rappel
R est caractérisé par | — R, R[C Dr C [—R, R] ou Doy (O,R) C D¢ C Diey(O, R) ici, Dg =] — 1,1] et

D¢ = Douy(0,1) d'ott R = 1.

Proposition 2.2.

Pour tout z €] —1,1] :

De rayon de convergence R =1
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IV.1- Type géométrique (R = 1)

Proposition 2.3: Dérivées géométrique.

S: 1-1,1[ — R
Soit 1 +00 .
T — = > z"
l1-z n=0
Le théoréme de dérivation donne :

R\ {1} — R
i) S est C™, ici cela n’apporte rien car on sait que 1 est C*° comme inverse
xr —>

11—z
d’une fonction affine qui ne s’annule pas.

ii) Vke N, Vz €] - 1,1], :

k W n—k :
SP@ =3 :dxk( )Z(l—m)kﬂ

oy l1—2z

La formule est facile & retrouver :
Pour tout x # 1 :

Preuve.

La récurrence est immeédiate donc on fait seulement 1’hérédité :

((1_@)%1) _ (k{1 — 26Dy
=kl(—(k+1)(-1)(1 - x)_(’f+1)—1

(k+1)!
- (1 _ x)k+2
Conclusion. On obtient :
k! X plgn—k
A - 1,1, VkeN, —— = —_—
.Te] ) [7 v S 7(1—ﬂf)k+1 — (n_k;)‘
i.e. :
1 X (n n—k
- 2 (i)
1 = <p + k)
- — = Z aP, avec le chgm d’indice p =n — k
(1—x)n=k = k
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IV.2 - Retour sur le théoréeme de dérivation

Remarque

1 \® (—1)*k!
(1+m) BT

Proposition 2.4: Variantes.

Ve €] —1,1] et k € N*:

1 =,
_ n
1—22 Zaz
n=0
1 RS
T s = (*1)”.%2”
x n=0
1 = .
_ n
1—zF 2@
n=0

Proposition 2.5: primitives.

vVt €] —1,1],
L=
= e
1—t
n=0

En posant t = —22 : Vo €] — 1,1],

1 =
s = Z(_l)ann
14+z =0
En primitivant : Vx €] — 1, 1],
400 x2n+1
tan(z) = 3 (=1)"
arctan(zx) Z( ) o T 1
n=0
vVt €] —1,1],
(1+t)*=...
En posant t = —2?2 et « = 1 on a: Vo €] — 1,1],
1

Viet

En primitivant : Vo €] — 1,1],

arcsin(z) =

avec R =1.

Proposition 2.6.

+00
Pour tout z €] — R, R[: S(z) = Y apx" =ap+ a1z + ...+ apz™ + ...
=

Le théoréme de dérivation donne donc : Yz €]—R,R|,

1

400
S’(;L') = Z nanl‘n_l =a;+ 20+ ... +nax" " + ...
n=0
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IV.3 - Type logarithmique (R =1)

De méme pour les dérivée suivantes : Vo €] — R, R|

+o0

S@) = Z n(n —1)apz™ >

n=2

\

Remarque
On peut procéder a des changements d’indices.
En posant p=n—1:Vz €] — R, R|
“+o0o
§(@) =Y (p+ Dapia?
p=0
En posant p=n—2:Vz €] — R, R|
+oo
§"(x) =Y (p+2)(p + Daysaa?
p=0

Rappel

La dérivation conserve le rayon de convergence.

Toutes les séries entiéres dérivées (& tout ordre) ont le méme rayon de convergence : R = 1.

On peut appliquer le théoréme de la série entiere primitive (2.5) :

Proposition 2.7.

V€] —1,1],
+00 xn—f—l
—In(1l —2) =
n( z) Zn—l—l
n=0
avec R = 1.

car la série entiére primitive a le méme rayon de convergence (ici R = 1).

De méme avec T

Proposition 2.8.

, on obtient :
x

Vr €] —1,1],
+00 n+1 400 D
€T p=n-+1 1T
In(1—2x) = Z(—l)”i = Z(_l)P il
n=0 n+1 p=1 p
avec R =1.
Proposition 2.9: variantes. ~\
Ve el —-1,1]:
+o0o t2n
In(1-t)=-Y —
n=1 n
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IV.4 - Type exponentiel (R = +00)

400 t2n
In(14+¢)=> (-)"'—
n=1 n
Proposition 2.10.
VeeR=]—-R,R[=]—00,+00] :
—+00 n
T _ -
<= Z n!
n=0
avec R = +o0.

C’est un classique de sup avec le formule de Taylor avec reste intégral.

On le prouvera avec nos outils de série entiere.

Proposition 2.11.

Vr € R,
€T 4 e 7 +o0 72
ch(z) = = Z
2 = (2n)!
A 400 2n+1
sh(z) = g'=e" x '
2 = (2n+1)!
Remarque

C’est comme pour les DL (cependant la notion de DL et de série entiere n’ont rien a voir) :
Si une fonction est paire alors les exposants de sa DSE sont pairs

Si une fonction est impaire alors les exposants de sa DSE sont impairs.

Proposition 2.12.

VeeR:
el + e—iT +00 (_1)711,271
coST = ———— = Z T
2 = (2n)!
eiw . efix 400 -1 nw2n+1
sinx = —_— = Z ()7'
2i = (2n+1)!
Remarque
+o0 ':Un
Pour 'instant c’est une arnak car on a vu seulement e* = Z —7 pour x € R.
n!
n=0

Et on a utilisé €' mais on a la proposition suivante :
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IV.5 - Type (1+2)* (R=1)

Proposition 2.13.

VzeC:

Proposition 2.14.

Soit @« € R\ N (si @ € N alors (1 + x)® est un polynéme).
Vel —-1,1]:
+oo
ala—1)(a—=2)...(a—n+1)
1 O(: n
(1+2) nz:‘; ol 7
avec R =1.
Mémo.
Sip=eN:
p
1+ )P = n
wrar=3 (1)-
:Zp:p(p—l)---(p—wrl) n
o n!
En effet,
n—1
p!
=pp—1)...(p—n+1)=]](p—k)
(p—n)! kl;[o

Si on remplace p par « on obtient le résultat.
On retrouve le nom : série entiére "binéome de Newton"

Exemple (avec ch).
2n

Montrons que pour tout x € R, > % converge.
n)!
2n
On fixe x € R*, (pour = 0 on sait que la série converge) et on pose pour n € N u,, = nh) > 0.
n!
Pour n e N :
Uni1 _ z2(n+) (2n)!
U, (2(n+1))! a2m
B 2?2 x (2n)!
2! x(2n+1)(2n+2)
 (2n+1)(2n+2)
——0
n—-+00
x2n
Ainsi, £ = 0 < 1 donc la régle de d’Alembert pour séries numérique donne > u,, converge i.e. y n)! converge.
n)!
2n
Ainsi, pour tout x € R, > converge.
(2n)!
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IV.5 -

Type (1+2)* (R=1)

Justification du rayon
n—1
[1 (a—k)

k=
Onaa, = 0

n! )
Pour o € R\ N, fixons z € R* et posons pour n € N :
Up = |anz™| >0

On essaye d’appliquer la régle de d’Alembert.

Fixons n € N :
Unt1 _ |ant1z™"
Up lanz™|
— an+1 % ‘x|
an,
Simplifions : Ont1
an
1 (a— k)
a —
an41 kl;[o (n)!
N 1)l n-1
N KO
k=0
1 y ala—1)(a=2)...(a=(n—1))(a—n)
n+1 ala—1)(a—=2)...(a—(n—1))
n—a
Con+1
Ainsi,
Un+1 a—n‘ « |2
Up, n+1

P | = 1|z] = [z]

Ainsi, on a :

Proposition 2.15: Regle de d’Alembert.

Si |z| < 1 alors :
> apx™ absolument convergente donc convergente.
Si |z| > 1 alors :
lanzy| = up, m 400 # 0 donc Y a,x™ divergente.

Conclusion.
] —1,1[C Doy C [-1,1]
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I- Lemme d’Ablel

SE - CHAPITRE 3

Lemme d’Abel et applications

| - Lemme d’Ablel

Soit (an)nso0 € CN.

On suppose que r > 0 vérifie :

la suite (a,7™)n>0 est bornée

Alors :

VzeC, |z|<r = Zanz”est ACV

Preuve.
Comme (a,r™) est bornée alors :
dM e R4, Vn e N, lapr"| < M

On en déduit : Vn € N,

|an‘ < 1"7
car r > 0.
Soit |z] € C tel que |z| < 7.
On a donc : Vn € N,
|an2"| = |an| x [2"|
M
S X |2["

(2
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II- Application au domaine de convergence

2|

n
M) converge car sa raison — € [0, 1].
r

r

Or la série géométrique > M (
Le théoréeme de comparaison pour séries a terme positifs (majoration explicite) donne : Y |a,2"| converge.

Donc Y a,z"™ est bien absolument convergente. O

Il - Application au domaine de convergence

Proposition 3.1.

Soit (an)ns0 € CN.
On note, B = {r € Ry | la suite (a,r™), est bornée} et Dx = {z € K| la série Y a,z" converge}.
Il y a trois possibilités :
i) B = {0} dans ce cas, Dg = {0} (fonction définie uniquement en 0 donc on ne peut pas faire de

lanalyse avec)
ii) B=R;.

Dans ce cas Dr = R et D¢ = C et pour tout z € C, la série > a,z" est absolument convergente.
iii) On pose R =sup(B) € Ry.

Dans ce cas,

| = R,R[CDr C[-R,R] et Douw(O,R) C D¢ C Dt (O, R)

Preuve (point i)).

On suppose que B = {0} i.e. pour tout r > 0, la suite (a,7"),>0 est non-bornée.
Montrons que Dk = {0}.

Sens D :

“+00
0 €Dk et > a,0™ =ag (on c’est le polynéme de coefficient a,, évalué en 0)
n=0

Sens C :

On raisonne par contraposée.

Soit z € K*. Montrons que la série > a,2" diverge.

On a: |z| > 0 car z € K* donc la suite (ay|z|™) est non-bornée, d’ott la suite (a,z") est non-bornée donc ne

tend pas vers 0. D’ou Y a,2™ diverge (grossierement) O

Preuve (point 2).

On suppose que B = R,.

Soit z € C, montrons que Y a,z" est absolument convergente.
Posons r = |z| + 1.

On a bien r € B=R; et |z| < 7.

Par le lemme d’Abel, > a,z™ est absolument convergente. O

Preuve (point 3 (pistes)).

a) On commence par remarquer : r € B = [0,r] C B.
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I1.3 - TImportant (IL.5 pour les autres)

B # {0} il existe a € B avec a > 0 . )
b) Comme , on en déduit que B C [0,b] donc B est majorée.

B#Ry ilexistebe Ry et b B
¢) B#( car 0 € B donc R = sup(B) existe (notion difficile R est le plus petit majorant).
d) a € B donc R > a, quantification de R majore B :

VreB, <R

Comme a >0et R >0, Re Ry

e) | — R,R[C Dr C [—R, R] ou Doy (O, R) C Dr C [Dser(O, R).
Pour K =R (analogue pour K= C) :
Dr C [—R, R] :

Par contraposée, on montre que |z| > R = > a,z™ diverge.

Comme précédemment,

|| > R = (a,2") non bornée
= apz" 40

== Z apx"diverge.

Dr D] — R, R[ :
Soit = €] — R, R|[, || < R, donc |z| ne majore pas B.
Quantification : Ir € B,r > |z|.

. |reB
Ainsi,
lz| <7
Par le lemme d’Abel, > a,x™ converge absolument.
O
> anx™ converge
i) Y apa™ telle que Y anzy converge. Alors
R 2 |Zo’
En effet, par I’absurde (ou contraposée) :
Preuve.
|z0] > R = (anzy) non bornée
= apzy ~ 0
= Zanzg diverge
O

ii) zp tel que Y- anzy converge (ou anzy — 0 ou (anzy) bornée).
n—-+0oo

Alors,
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IL.5 - Exemple de comportement si |z| = R

A Remarque A

I Si |z| = R le théoréme ne donne rien

a) > a"
Ona R=1et Dg =] —1,1], ainsi si |z| =1 alors }_ 2" diverge.
L,I/.ﬂ,
b) > —
n
OnaR=1et Dgr=[-1,1[or Z% diverge donc 1 ¢ Dy et > # converge donc 1 € Dg.
In
o —1)"—
) S(-1 s
On a Dr =] — 1,1].
1/,77,
d T
)2 n?
Ona R=1. "
En effet : on fixe z € R* et on pose pour n € N* up, = |—| >0
n
Pour n € N* :
Un+1 vt n2
u, | (n+1)2 n
n2
=l
— ||
n—-+0o

Par la régle de d’Alembert (pour séries numérique) :

|z <1 = Zun converge

n
T

— E — converge absolument
n2

Et

lz| >1 = u, —— +00
n—-+00

n

—

00 == — 0
n—-+0o0o * n2 7L>
n

I Z % diverge (grossierement)

n2

On en déduit que R=1:

Figure 3.1

Les inclusions :
R est caractérisé par
]—R,R[C Dr C [-1,1]
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IIT - Méthode pour calculer R

Remarque
I On aura d’Alembert séries entieres mais parfois il sera non-applicable.

$n
>_ —5 :on amontré que R = 1.

Di = [~1,1] (et D¢ = Diur(O, 1)) :

1
< —

xn

n
x

== E —5 converge absolument
n

par le théoreme de comparaison pour série a terme positif (majoration explicite) et série de Riemann pour
a=2>1.

Il - Méthode pour calculer R

a) Enoncé

Proposition 3.2.

Soit (an)nen € CN telle que & partir d’un certain rang a, # 0 et el = ¢ e RU {+00}.
a n——+o0o
Alors, "
1
R=-
l
b) Exemple
1
i) ap = — pour n € N*.
n
1 1
a = ~ — =
’I’L+1 (n + 1)2 n2 n
a
donc | — 5 1 d’ou
an, n—-+oo
R= L 1
=1=
2" 1
ii) > ——, on a ag, = —— et ag,+1 = 0 donc d’Alembert série entiere inapplicable.
(2n!) (2n)!
Mais on I’a vu avec d’Alembert série numérie :
c) Preuve
Preuve.

On procede avec d’Alembert pour série numérique.
Fixons = € R*.
Pour n € N, posons u,, = |a,z™| > 0.

Pour n > ng :

n+1| _ Uni1

Gn

Un+1 _ |an+1$
Uy, |anx|
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II1.2 -  Comparaison de rayons de convergence

Donc,

Intl x|
Up, n—-+oo

La régle de d’Alembert pour séries numériques donne :
o<y =3
- Uy converge
7 n g
= Z lanz™| converge

= Z anx™ converge absolument

Et
1
lz| > - = up —— +00
f n—-+oo
= a,z" A0
== Z apx™ diverge (grossierement)
11
Donc Dr C |——,—]|.
TR e]
Ainsi,
11
——,-|CDrC -
] [ el E]
. 1 .y
d’ou R = 7 car R est caractérisé par :
Figure 3.2 — | — R, R[C Dr C [-R, R]

a) Majoration explicite

Soit Y anx™ de rayon de convergence R, et > b,z" de rayon de convergence Rj.
On suppose qu’a partir d’un certain rang : |a,| < |by|.
Alors

R, > Ry

b) Exemples usuels

pour a, = — R = +oc.
n!

Pour

c) Preuve

Preuve.
Supposons qu’a partir d’un certain rang |a,| < |b,|. Montrons que R, > Ry.
Pour z € R,

apcr |apz”| < |bpa”|

Par le théoréeme de comparaison pour série a terme positif (majoration explicite) : Vz € R

Z bpx™ absolument convergente — Z anmb absolument convergente
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IIT - Méthode pour calculer R

d’ou
x €] — Ry, Ry| = Z an,x" absolument convergente

puisque = €| — Ry, Ry], alors > b,z™ absolument convergente.

En particulier

] - Rb? Rb[c Dcv, réel de Zana:”
d’olt Rq > Ry, puisque R, = sup(Dey, réel)
Contradiction :

|Ra, Ry[ est en vert (DV(G))
mais | Ry, Rp[C D (convergence)

]Ra; Rb[
1 1 1 >

1 1 1

R
_Ra Ra Rb
|z| < Ry = > anz™ ACV
|x| > R, = (ana™) suite non bornée |x] > Ry, = (anz™) suite non bornée

= ap,2” » 0= > a,z" DV(G) = apa” » 0= > a,z™ DV(G)

Figure 3.3 — Schéma du domaine de convergence d’une série entiere et contradiction si Ry > R,.

d) Variantes

Comme pour les théoréemes de comparaison pour série a termes positifs, on en déduit :

an =0(b,) = R,

an = o(b,) = R,

Ry
Ry

ap ~ b, = R, =Ry

=
Z

Exemple.
Soit P € K4[X]. Quel est le rayon de convergence de > P(z)x".
On a
d
P=> c¢x*
k=0

On a P(n) ~ cqn®.
d
+oo
Mais 3" n%z™ n’est pas une série entiére de référence.

est :

Mais, la série entiére dérivée d-ieme de
—x

d!

Zn(n—1)(n—2)...(n—d+1)m”_d:m

d—1 4
Or, [[n—k~n
k=0
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IV - Somme et produit de Cauchy

a) Enoncé a compléter

Proposition 3.3.

Soit > apx™ de rayon de convergence R, et Y b,z" de rayon de convergence Ry.

On pose pour n € N : ¢, = ap, + by,.

On note R, le rayon de convergence de > c,z".

Alors :
i) R. > min(R,, Ry) = r.
ii) Vo] —r,R] :

+o0 +o00 +oo
Z cpx” = Z anx”™ + Z bpx™
n=0 n=0 n=0

b) Commentaires

Commentaires.

On autorise r = 0 et dans ce cas :

i) est trivial,

i) est vide : | — 7, r[=0 sir = 0.
Exemple.
a, =1 R,=1
VneN, ¢b,=—1 avec{ Ry=1
cn=0 Ri=4cx>1=r
c) Preuve

Preuve.
Supposons r > 0.
Soit xg €] —r, 7] :

la série numérique > a,xj converge absolument car |zo| < R, et la série numérique Y b,z{ converge absolu-

ment car |xg| < Rp.

On en déduit que la série numérique ) c,x converge absolument par linéarité pour séries absolument conver-

gente.
D’ou R. > xg.

Ceci étant vrai pour tout zo €] — r, 7| on obtient : R, majore 'ensemble {|zo| | z¢ €] — r,7[} = [0,7].

Donc R, > sup([0, R[) = r (le sup d’un intervalle majorée est sa borne de droite).
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IV.1 - Somme

|z] < Re = > cpa™ ACV

) T N

R
-R. 0 R.
|z| > R. = > cpa™ DVG (non-bornée)
Figure 3.4
Par ’absurde supposons r > R, :
|zl <7 = > cpa™ ACV
" e 1 e at
N I N ~
R
—r —R, 0 R. r
Figure 3.5
o diverge car |zo| > R,
Contradiction car R, < |zg| <r = Y cpa™
converge car |zro| < r
O
Mémo.
> cnpxy converge = |zo| < R,
> cpxy diverge = |xo| = R,
d) Si R, # R,
Proposition 3.4.
R, # Ry — R.=min(R,, Rp).
Preuve.
On sait déja que R, > min(R,, Rp).
Par 'absurde supposons R, > min(R,, Rp).
Supposons par exemple que R, < R
|zol <r = > cpa™ ACV
Q) ) ! <) ® >
R
-r 7Rc 0 Rc "
Figure 3.6 — a finir
xo > R,

Il existe donc zq tel que : < 2y < Ry,

zo < R,

Donc, Y- anxj diverge car |zo| > Rg; Y bpa( converge absolument car [zg| < Rq et > ¢,xf converge absolument

car |zg| > R,. Or, convergent + divergent — divergent, donc Y ¢,z" diverge car a,, diverge.

Contradiction.
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IV.2 - Produit de Cauchy

e) Derniéres remarques

Remarque

Autre exemple ou R, > min(R,, Rp) : Vn € N,

On a donc R, =1 et Ry = 1.
Ainsi : Vn € N, ¢, = I donc R, = t.

C’est un corollaire facile du produit de Cauchy pour séries numériques absolument convergente.

a) Enoncé

Corollaire 3.1.

Soit > anx™ de rayon de convergence R, et Y. b,x"™ de rayon de convergence Rj et pour n € N :

cn = Y by = > an_pby.
k=0 k=0
Alors :
i) R, > min(R,, Ry) =7

ii) Vo €] —r,r,

+oo +oo +oo
Z et = (Z an:):"> (Z bnx”>
n=0 n=0 n=0

\

b) Preuve

Preuve.
On suppose r > 0.
Soit xg €] — r,r[. Alors :

La série numérique Y a,x{ converge absolument car |zg| < r < R,
<Ry

La série numérique Y b,x{] converge absolument car |zg| < r
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I- Théoreme d’unicité du Développement en Série Entiere

SE - CHAPITRE 4

Unicité du DSE et EDL

| - Théoreme d’unicité du Développement en Série Entiere

Théoréme 4.1.

Soit deux séries entieres Y a,z” et > by .
On suppos que :
Ir >0, Vo €] —r,r|, Zanm” et anx"convergent

+oo +o00o
avec Y. anz" = >, bya™.
n=0 n=0

Alors :
Vn € N,

an, = by, i.e. (an)nGN = (bn)nGN

Théoréme 4.2.

Soit Y anx™ une série entiere telle que :
+00
Ir >0, Vx €] —r, 7], Zana:" converge et Z anz" =0
n=0

Alors : Vn € N,a,, = 0 i.e. (an)nen est la suite nulle.

Sens direct (=) :

11 suffit de prendre (by,)nen, la suite nulle.

Sens réciproque (<) :

Posons pour n € N : ¢, = a, — by,.
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II- Solution développable en série entiere d’'une EDL

“+oo “+o00o
Pour z €] —r,7[ : 3 a,x™ converge et > b,x™ converge avec Y. anx" = > bpa™.
n=0 n=0
donc (par linéarité pour séries numériques convergente) :
+oo
la série (num) > ¢, z™ converge avec Y. cp,z"™ = 0.
n=0

En appliquant le théoréme 4.2 qu’on suppose, (¢, )nen est la suite nulle i.e. Vn € N, a,, = by,.

Remarque

Le premier énoncé implique R, > r et Ry > r.

Le deuxiéme énoncé implique R, > r.

1.4 - Preuve du théoréme 4.2

Preuve. N
(o]

Supposons que (ay,) telle que : Ir > 0, Vo €] —r, 7], > ap,z™ = 0 et montrons que pour tout n € N, a,, = 0.

n=0

S: |]—-rr[ — K
Posons +o0 .
D YN Y
n=0

D’apres le théoreme 2.4 (SE2), S est C* sur | — r, r[ qui est contenu dans 'intervalle ouvert de convergence et

S (0)

n!

vneN, a, =

+oo
Par hypothese, S est la fonction nulle (car Y anz™ = 0) donc :
n=0

Vn e N, 5™ (0) =0 d’ott (ap)ney est bien la suite nulle. O

1.5 - Remarque : analogies PTSI

Remarque
i) Théoréme d’unicité du DLy

ii) Le deuxiéme énoncé fait penser au théoreme :
Si P € K[X] admet une infinité de racines alors c’est le polynéme nul.

On a aussi si P € K4[X] et admet d + 1 racines alors c’est aussi le polyndéme nul.

Il - Solution développable en série entiére d’'une EDL

1.1 - EDL simple

r_
Le probléme de Cauchy : vy admet une unique solution : la fonction exponentielle.
y(0) =1
y: |-R,R[ — K
Cherchons les solutions développable en série entiere : +o0 avec un rayon de conver-
x — Y, apa”
n=0

gence R > 0.
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I1.1 -

EDL simple

Par le théoréme de dérivation d’une série entiére sur 'intervalle ouvert de convergence :

“+oo “+oo
Vz €] - R,R|, ' (z) = Z napz" = Z(p + 1)ap 2P
n=1 p=0
Or, vy =y donc :
+oo +oo
Vz €] — R, R|, Z apz" = Z(n + Dapy12?
n=0 n=0

Par unicité du développement en série entiere :
Vn € Nya, = (n+ 1)ap+1

De plus ap = y(0) = 1.

ag = 1
Ainsi, an . On peut montrer par récurrence que a, = -
Vn € N, anp+4+1 = n:
n+1
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I-

1° complément

SE - CHAPITRE D

Compléments

| - 1° complément

Comme promis voici une EDL ou I'analyse pour trouver les solutions DSE fait apparaitre des problémes de

bornes :

zy” + 3y — 423y = 0.

Elle est dans le livre Ellipses jaune-gris, que j’ai en numérique, je pourrai poster une capture d’écran de la

solution mais avec les indications ci-apres (apres le post suivant pour vous motiver 8 CHERCHER AVANT de

regarder les indications) en appliquant la méthode vue en TD vous ne devriez pas avoir de probléme.

1.

4.

La relation de récurrence a trouver dans I’analyse est

4an—4
Vn >4 Ap = ————
avec les conditions a1 = ao = az = 0.

Dans le calcul les probléemes de bornes conduisent au “terme parasite” (A NE PAS OUBLIER)
3a; + 8agx + 15a32>.

Pour le regroupement des sommes par linéarité on ne peut regrouper qu’a partir de z°.

La synthese est intéressante car on peut la faire SANS calculer completement ay, (on a par récurrence
immédiate asgpy1 = aapt2 = aaprz = 0), MAIS le calcul de la somme (pour l'exprimer & l'aide des
fonctions usuelles) nécessite le calcul complet de asy,.

Ol’l Se débarrasse d’abord dll cas Ofl apg = O lli donne ar récurrence immédiate
0
;pu a4p - 07

donc dans ce cas y est la fonction nulle : OK !

(a) On suppose donc ag non nul, et on commence par montrer par récurrence (immédiate mais faites 1a
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(c)

pour étre stir que vous la trouvez bien immédiate)

Vp, a4p est non nul.

Calculer R : on peut utiliser la régle de d’Alembert pour séries numériques en fixant x € R* et en
posant

up = |a4p334p‘ > 0.
La relation de récurrence sur la suite (a,) permet de simplifier

Q4(p+1) _ Q4pt+4a
Q4p Q4p

U
et de trouver que 1 tend vers L = 0.
Up

Comme L < 1 la régle de d’Alembert pour séries numériques donne la convergence de la série ) u,,
ce qui signifie que la série a4px4p est ACV.

Ceci étant vrai pour tout z € R* on peut conclure que R = +o00, ceci SANS AVOIR calculé ayy,.

5. Par contre pour calculer y(z) on a besoin de la formule

ao

Vp, Q4p = W’

qu’on trouve par 2 méthodes :

1r¢ méthode :

2¢ méthode :

“conjecture + récurrence (immédiate)”
On calcule a4, ag, a2 jusqu’a conjecturer la formule, la récurrence est ensuite immédiate.

On aligne les égalités

as = brag
ag = baay
a1z = bzag

a4p = bp—1a4p—4g
On multiplie terme a terme
asag - - - agp = (b1babz - - - by_1)(apasag - - - asp—4).
On PEUT SIMPLIFIER par le facteur commun non nul aqas - - - a4p—g (cf 4)a)) :

a4p = (blbgbg, cee bp_l)ao

1
et il reste a simplifier bybabs - - - b,—1 pour obtenir m C’est 'occasion d’en profiter pour réviser
D !
le TD sur les intégrales de Wallis.
Conclusion. (?)
sh(x
y(z) = ag 2
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Ir- BD

Il - 2¢ complément : EDL sans solutions DSE

Et comme promis aussi une EDL sans solutions DSE :
22y —y = —z.

Dans la synthése on trouve que le rayon de convergence de la solution DSE trouvée dans I’analyse est nul :’(
et on peut conclure qu’il n’y a aucune solution DSE.
Indications apres le post suivant pour vous motiver 8 CHERCHER AVANT de regarder les indications :), mais

ici analyse est aussi FACILE que celle du cours pour la fonction exp.

Indications pour le 2¢ complément
BEAUCOUP + FACILE que le 1°* |

Dans ’analyse on doit trouver ag = 0 et
Vn € N*, anp = (n—1)L
La synthese est TRIVIALE : la régle de d’Alembert pour les séries entieres s’applique et donne R = 0.

NB. C’est comme ga que j’ai “inventé” cet exo : je suis parti de la série entiere (que je savais de rayon R = 0
car vue en cours) que j’ai dérivée en faisant comme si le théoreme de dérivation s’applique (ce qui N'EST PAS

LE CAS puisque R = 0) pour trouver I’équation différentielle qu’évidemment je ne connais pas par coeur.

BONUS révision PTSI. Résoudre 'EDLI1 non homogéne (donc variation de la constante car EVIDEM-
MENT pas de solution “évidente”) sur |0, +oo[ (I'intervalle le plus simple et le plus grand sur lequel la fonction
x + 2% en facteur de 3 (la dérivée d’ordre le plus grand qui intervient dans 1’équation) NE S’ANNULE PAS).
Forme résolue de 'EDL (avec le coefficient de y' qui vaut 1) sur |0, 4+o00] :

1 1

I =
Yy ny -

Il - BD

Le théoréme d’Abel dont on a parlé en commentant la BD n’est plus au programme : ¢a n’a aucun rapport
avec cette discussion mais ¢a a un rapport avec les séries entieres.

Les 2 mamies de la BD sont donc tres savantes.

NB. L’exponentielle de matrices n’est pas au programme non plus et un ORAL PT récent était le calcul de

)

que je n’ai pas eu le temps de vous montrer, tres joli exo qui mélange analyse et algebre linéaire, le matheux

exp(A) ou A la matrice 2 X 2 anti-symétrique

aime ce genre d’exos qui mélange des themes variés Q.
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Indication. Commencer par calculer A2, A3, A% puis trouver une formule pour A% et A2P+1,
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